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SESSION 2009 CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES MPM1002 


EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP 


MATHEMATIQUES 1 


Durée : 4 heures 


Les calculatrices sont autorisées. 
x * * 


NB: Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la 
rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énontcé, il le signalera sur 
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené 
à prendre. 


*X *X *X 


Le sujet est composé de deux exercices et d’un problème indépendants. 


EXERCICE 1 


On considère l’équation différentielle : 


2x 


E) ay +y = — 
CUS 


1. Résoudre (Æ) sur chacun des intervalles ] — 1;0[ et J0; 11. 


2. En déduire que (E) admet une unique solution sur | — 1; 1[. 


EXERCICE 2 


1. Justifier que la fonction {+ et est intégrable sur IR*. 
Dans la suite de cet exercice, on se propose de calculer : 


+00 à 
= | CRE 
0 


2. Soit f et g les fonctions définies sur IR* par : 


uo 2 
1e (14) 


f(x) S 1e et’dt et g(x) = 1 MEET dt. 
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(a) Démontrer que les fonctions f et g sont de classe C1 sur IR* et déterminer leur dérivée. 
1 
(b) Prouver que pour tout x réel positif on a : f(x) = [ re ®* dt. 
0 


En déduire que la fonction @ = g + f? est constante de valeur . 
(ec) Démontrer que pour tout x > 0 réel on a : 0 < g(x) < RS 


(d) En déduire la valeur de 1. 


PROBLÈME : THÉORÈME DU POINT FIXE ET APPLICATIONS 


Le but de ce problème est de démontrer le théorème du point fixe de PICARD, ce qui fait l’objet 
de la partie I, et d’en voir plusieurs applications élémentaires dans les parties suivantes. Les 
parties II, III et IV sont indépendantes entre elles. 


Soit (F,|| ||) un espace vectoriel normé. 


Une définition. Soit & € [0;1[. On dira qu’une application f : E — E est une contraction 
stricte de rapport k lorsque pour tout (x,y) € E?, on a : 


IG) — GI < ke — vil. 


Une notation. Pour n entier naturel et f : E — E, on notera f" : E — E l'application définie 


par : 
Pr oo) (x) avec la convention ji = Id. 


n fois la fonction f 


PARTIE I : Le théorème du point fixe de PICARD 


Dans cette partie (E, || ||) est un espace de Banach et f : E — E est une contraction stricte de 


rapport k. 
Pour a € E on considère la suite (x,) définie par to = à et %n+1 = f(æn) pour tout n entier 
naturel. 


1. Pour tout n entier naturel, on pose un = Tn+1 — Tn. 
(a) Démontrer que pour tout n entier naturel, on à [Jus+1|| < k lu. || puis que 


unl} & &T1f(a) — all: 


En déduire que la série D» Un CONVErge. 
(b) Démontrer alors que la suite (x,) converge vers un vecteur £ de E. 
(c) Prouver que £ est un point fixe de f c’est-à-dire que FLE 


(d) Démontrer que f admet en fait un unique point fixe. 


On vient donc de démontrer le résultat suivant : 


THÉORÈME DU POINT FIXE DE PICARD : Dans un espace de Banach (E, || ||), une applica- 
tion f : E — E qui est une contraction stricte admet un unique point fixe et pour tout a 
dans E la suite des itérés (f"(a))hen converge vers ce point fixe. 
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PARTIE II : Exemples et contre-exemples 


2. Sur la nécessité d’avoir une contraction stricte 
On considère ici la fonction g : IR — IR définie par : 


T 
gtt)=t+ Ti arctan t. 


(a) Démontrer que pour tout t réel, on a |g'(t)| < 1. En déduire que l’on à pour x et y 
réels : 


lg) — g(y)l < le — yl. 


(b) La fonction g admet-elle un point fixe ? Est-elle une contraction stricte ? 


3. Un exemple 
Soit f : R — IR une fonction continue telle que, pour tout x réel, on ait : 


J(æ)= fog(a) où gt) == +1. 


u 
(a) On considère la suite (us )nen définie par uo € IR et uny1 = — + 1 pour tout n entier 


naturel. Démontrer en utilisant le théorème de PICARD que cette suite converge vers 
un réel £ que l’on précisera. 


(b) Démontrer que pour tout n entier naturel et tout x réel, on a : f(g"(x)) = f(x). 


(c) En déduire que f est constante. 


4. Un système non linéaire dans IR? 
On s'intéresse dans cette question au système : 


(5) 4x = sin(r +y) 
3y — 3+2arctan(x — y) 


On munit IR° de la norme || ||, définie par : [[(x,y)||, = [x|+|y| et on considère l'application 
Ÿ : IR? — IR? définie par : 


Dry) G sin(x + y), 1 + : arctan(x — 7) 


(a) Pourquoi l’espace vectoriel normé (IR?) || ||,) est-il complet ? 


(b) Démontrer que pour tout a et b réels, on a : 
Isinb— sina| <|b—al et [arctanb — arctan a < [b— a|. 


(c) Prouver que # est une contraction stricte de (IR?, || |,) dans (IR?, || |;)- 
(d) En déduire que le système (S) admet une unique solution dans IR’. 


= max(|x|,|y|) qui en fait un 


Ici IR? est muni de la norme || ||, définie par [|(x, y). 


espace de Banach. 
Déterminer Ib (3,3) — #(0, 0): 
L'application Ÿ est-elle encore une contraction stricte pour la norme || ||. ? 


Quel commentaire peut-on faire ? 


A 
(ee) 
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PARTIE III : Une équation intégrale 


5. Soit F l’espace vectoriel des applications bornées de [0; 1] dans IR. Pour f dans F on pose : 
If = sup |f(x)]. 
x€(0:1] 


On note aussi E l’espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans IR. 
(a) Démontrer soigneusement que || ||. est une norme sur F. On admettra pour la suite 
que (F,|| |.) est un espace de Banach. 
(b) Vérifier que E CF. 
(c) Démontrer le résultat suivant du cours : 
si (G, || ||) est un espace vectoriel normé et si (g,) est une suite d’applications continues 
de G dans G qui converge uniformément sur G vers une application g alors g est 
continue. 
(d) En déduire que (E, || ||.) est aussi un espace de Banach. 


6. On considère une application continue Æ : [0; 1]? — IR ainsi que g € E. Pour À réel, on note 
® l'application qui à une fonction f de E associe la fonction définie par : 


(f(x) af K{(x,y)f(y) dy pour tout x dans [0;1]. 


(a) Justifier que l’application |K| est bornée et atteint ses bornes. 


On pose M — max [|K{(x,y)|. 
à cp | Ce, y) 


(b) Démontrer que ®(f) est un élément de E. 
(c) On suppose que [A] < M1. Vérifier que ® est une contraction stricte de (E, |] |) et 
en déduire qu’il existe une unique application f dans E telle que : 


g(x) )+ a+] K(x,y)f(y) dy pour tout x dans [0; 1]. 


PARTIE IV : Une application géométrique 


7. Dans le plan rapporté à un repère orthonormal on considère un vrai triangle ABC avec B 
et C sur l’axe des abscisses. 
Soit M un point de l’axe des abscisses. On note : 
— Pm le projeté orthogonal de M sur (CA); 
— Qu le projeté orthogonal de P sur (AB); 
— Ru le projeté orthogonal de Q» sur (BC). 
On obtient donc une application @ : IR — IR qui à l? abscisse de M M associe | l’abscisse de Ru. 
On appelle a, b et c les mesures respectives des angles BAC, ABC et BCA. 
(a) Pour M et M points distincts de (BC), justifier l'égalité (lorsque M # C) : 
MM MC 


(b) Démontrer que w est une contraction stricte de (IR, | |). Que peut-on en déduire? 


= |cosc| 


Fin de l’énoncé 
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Concours Communs Polytechniques - Session 2009 
Corrigé de l’épreuve d’analyse 


Équations différentielles, Intégarle de Gaus et théorème du point fixe. 


Corrigé par M.TARQI 
EXERCICE 1 
1. L'équation différentielle (E) s'écrit encore sous la forme (xy)" — = + donc 
zy = arcsin(r?) + c où c € R. Donc les solutions de (E) sur | — 1,0[ sont de la 
forme y1(x) — = __ et sur |0, 1] sont de la forme y — = = 


2. Soit y une solution de (E), donc sa restriction sur | — 1,0[ coïncide avec y. et sur 
10, 1[ avec 42, par argument de contitinuité, on aura nécessairement € = € = 0 
arcsin(x?) 


(2 
arcsin(x”) tte - 


si x €]—1,0{U]0,1 


si x — 0. 


l 
ou 
Réciproquement, cette fonction vérfie l'équation (E). 


EXERCICE 2 


© étant continue sur [0,+oo[ et lim #2%,(4) = 0, donc 


t— +00 


1. La fonction 6 : te” 


elle est intégrable sur [0, +co|. 


2. (a) Puisque la fonction y est continue sur R*, alors f est de classe C! sur R* et 
fa) = er. 


La fonction (t,x) -— 


—(t2+1)x2 

+1 ._. 
tant une dérivée partielle par rapport à x : (t,x) + —-2re-* (#7) qu'est 
continue sur [0,1] x [0,+co{, donc la fonction g, d’après le théorème de déri- 
vation sous le signe intégrale, est de classe C! sur [0, +oo! et 


1 
g'(x) = 2 | e Hg. 
0 


étant continue sur [0,1] x [0, + et admet- 


1 
(b) En utilisant le changement de variable { = ux, on obtient f(x) = | re) qu. 
0 


1 1 
On a Vz > 0, g'(x) — 2 | e PH = ue * | e- (dt, ce qui 
0 0 
donne 
gx) = —-2f(x)f(x) 


En intégrant, on en déduit 
Vx > 0, g{x) — g(0) = —(f?(x) — f*(0)) 
donc g(x) = ? — f°(x). 


—x2(1+42) "ai : : 
É <e ,donc0< gr) <e *, 
1H 1+P— < g(r) < 


(d) Les dernières inégalités entraînent lim g(x) = 0, et la fonction f étant po- 


(c) Il est clair que 0 < 


sitive, on en déduit que 
lim. fi) = 


Fa 
T— +00 À 
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ce qui s'écrit aussi : 


et dt = v7 


[= lim 
Lt +00 0 2 


PROBLÈME : THÉORÈME DU POINT FIXE ET APPLICATIONS 
PARTIE I. Le théorème du point fixe de PICARD 
1 VEN, Jul = [| f(tnr1) — fan) < Eklltnr1 — tn = Alu], donc cette 
inégalité écrite entre 0 et n — 1, donne |u,|| < k”|[uwo|| = k”||f(a) — al|. 


Puisque la série géométrique ÿ° k” converge ( & € [0,1{ ), alors la série 
neN 


ÿ_ [[u,|| converge et comme l’espace est de Banach, alors la série Du, 
neN neN 
converge. !!! 


(b) la somme des n premiers termes de la série Ÿ 7 u, est 
n>0 


Sn = Lo — Li + Li — Lo + + Lp_1 — Tn = Lo — Ln: 


Donc si la série Ju, converge, alors (S,),en et par conséquent la suite 


(un)nen aura une limite / € E ( E complet). 


(c) Comme est f est contractante sur E, alors elle est continue sur E, et l'égalité 
Tn41 = (tn), entraîne, par passage à la limite, / = f(1). 


(d) Si f admet un autre point fixe l’ Æ |, alors on aura 
WT <kN 7] 
ce qui est absurde. Donc le point fixe est unique. 
PARTIE II. Exemples et contre-exemples 
2. Sur la nécessité d’avoir une contraction stricte 


{ 
TER, g(t}=1- 
(a) ER, g'(+) 15 


fins, il existe c compris entre x et y tel que |g(x)—g{y)| = |g'(c)llx —uyl < lx—-yl. 


< 1. D'autre d’après l'inégalité des accroissements 


(b) Supposons qu'il existe a € R tel que g(a) = a, alors 5 — arctan(a), ce qui est 
impossible. La fonction g ne peut pas être une contraction stricte, sinon il y 
aura des points fixes. 


3. Un exemple 


(a) La relation de récurrence u,,,1 = = + 1 s'écrit sous la forme u,,1 — g(u»), 


: : 1 
avec g une contraction stricte car |g(x) — g(x)| — EL — y|. Donc elle admet 


un point fixe { = ? et par conséquent la suite (u,),en converge 5. 


(b) La relation f(g"(x)) = f(x) est vraie pour n = 0 et pour tout x € R, suppo- 
sons qui elle est vraie à l’ordre n, alors f(g"*!(x)) = f(g"{(g(x))) = f(g(x)) = 
f(x). Ainsi Vn EN, Vr ER, f(g"(x)) = f(x). 


n— +00 


4 
(c) D'après (a), pour toutx ER, lim g"(x) = 5 et comme f est continue sur 


n— 00 5 


R, alors f(x) = f{lim g'(x)) = f () . Donc f est bien constante. 
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4. Un système non linéaire dans R° 


(a) (R?, ||.|1) est un espace vectoriel normé de dimension finie, donc il est com- 
plet. 


(b) Les deux inégalités se démenèrent en utilisant, par exemple, l'égalité des 
accroissements finis. 


(c) Soit (x, y), (x’,y’) deux éléments de R?, on a : 


ln ann = | (int +0) sin + 9), à arctau(e = y) — arctan(s' 


1 2 
É (sin(x + y) — sin(x + v) + É (arctan(x — y) — arctan(x’ — 7 


< sl +n (+) + 3e 0 —( -v) 
<a) + y) + SI 2) — (y) 
< se-al+ly-v)+ 3e -#l+ly-v) 


11 
< Sly -(Glh 


(d) 4 étant une contraction stricte, donc admet un point fixe unique (a. b) : 
(a, b) = #(a,b), ce point ni autre que la solution du système (5). 

T 1 

= Max (0. :) —sret | = — 


(52) se 2). -5 


Supposons qu'il existe k € [0,1] tel que la fonction w soit une contraction 
stricte de (R°, ||), alors on aura en particulier : 


Geo «(2m 


, s . T k . » Co e . n 
c'est-à-dire — < — ou encore 27 < 6k < 6, inégalité qui est impossible. 


T 


(e) Ona 


| 


Conclusion : La contraction stricte est une condition suffisante pas nécessaire 
pour qu'une fonction ait un point fixe. 


PARTIE III : Une équation intégrale 


5. (a) Sif € F'tel que fx = 0, alors |f(x)| = 0 pour tout x € [0,1] et donc f est 
nulle sur [0,1]. 
SiAeRetfe F,alors [\f(x) = |A|f(x)| et par suite 


sup JAf(x) = JA] sup |f(x)] 
x€|[0,1] 


x€{[0,1] 


c'est-à-dire |A f| = JA] FI. 


Si f et g sont dans F'et x € [0,1}, alors 


I + g)(x)) = f(x) + gx) < [F(x)| + lg(x)| 
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(b) 
(c) 


(d) 


(a) 


(c) 


et par conséquent 


sup |(f +g)(x)| < sup |f(x)| + sup |g(x) 
x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1] 


donc 
If + go < fl + 1lglls- 


Toute fonction sur [0, 1] est bornée sur {0,1}, donc EC F. 
Soit € > 0, Vro,x E G,ona: 
g(æ) — g(xo)|| = 1g(x) — gn(x) + n(t) — gn(To) + In(to) — g(xo)||; 
d’où 
Ig(x) — g(ro)|l < [g(x) — gn(x)| + fgn(x) — gn(to)] + gn(ro) — 9(to)|l. 
Comme la convergence est uniforme, il existe no € N tel que Vx € G,Vn > no, 
€ € 
lg) — (x)] < 3 et Îlg(to) — gn(o)| < 3 


Fixons maintenant n en prenant par exemple n — n, de façon que les deux 
dernières inégalités soient vérifiées. Alors, la fonction /, étant continue au 
point ,, il existe à > 0 tel que : 


Ir — xl <a — gn(t) — gn(ro)|| 


Im 


Donc, en posant ||x — xo|| < a, il est certain que 


gx) — g(ro)| < € 


ce qui montre la continuité de g au point xo. 


Soit (f)nen une suite de Cauchy d'éléments de (E, ||), donc c’est une suite 
de Cauchy de (F, ||.) et comme ce dernier est complet alors elle converge 
dans (F,||||-) vers un élément f de F. La convergence dans (F, ||.) se tra- 
duit par la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,),en vers f et 
comme les f, sont continues, alors f aussi, donc f € E et par suite (E, ||) 
est complet. 


L'application X : [0,1]? — R étant continue sur la partie compacte [0, 1]? de 
R?, donc bornée et atteint ses bornes. 


Comme K est continue sur [0, 1|?, alors pour chaque y € [0,1], l'application 


xt K(x,y)f(y) est continue, donc d’après le théorème de continuité sous 
l 


le signe intégrale, la fonction x — | K{x,y)f(y)dy est continue, ainsi D(f) 


0 
apparaît comme somme de deux fonctions continues sur [0,1], donc elle est 
continue sur 0, 1]. 


Soient f et h deux éléments de E. On a, pour tout x € [0,1]: 


BCP) (x) — B(R)(x)| 


LA Î Ka, 9)(F(u) = Hu) 


LA 


1 
AMIS He f dy 

0 
AMI — Ale 


A 
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et par conséquent : |®(f) — P(h)|sk < AÏM|f — hf, et comme MIA < 1, 


alors ® est une contraction stricte de (E, ||||.) et par suite elle admet un point 
fixe unique f € E tel que f = D(f) ou encore, Vx € {0,1}, 


fe) = te) à k Kay) f()d. 


PARTIE IV. Une application géométrique 


7. (a) Les droites (M Py) et (M'Pwr) sont parallels, donc d’après le théorème de 
Thales, appliqué dans le triangle (MP1,C) ,on a 

PuPur _ PC 

MM MC 


= | cos c| 


(b) Si M Æ M, alors Py # Pur et Qu Æ Q',, en considérant les triangles 
(APuQm) et (BQuRm) on aura aussi : 


QuQu | [cosa| et Ru | | cos b| 
Pu Pur QuQm 
Donc RmRmr = | cos a|| cos b|| cos cl MM" < kMM' avec k — | cos al| cos b|| cos cl € 


[0, 1[ (car a, b,c €]0, r|), cette inégalité se traduit à l’aide de ç par l'inégalité : 
LC) — o(r)| < klz — x}, 

autrement dit, la fonction 4 est une contraction stricte, donc admet un point 

fixe unique x, c'est-à-dire il existe un unique point M d’abscisse x tel que 

M = Ry. 


M.Tarqi-Centre Ibn Abdoune des classes préparatoires-Khouribga. Maroc 
E-mail : medtarqi@yahoo.fr 
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